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Kurvige Figuren und ihre Flidche @M
mF
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Wir interessieren uns fur den Flacheninhalt A EEESEEREEERSEEREEERE)
der links dargestellten Figur.

Rechts haben wir ein Raster auf die Figur in s
gelegt. Wie bringt uns das weiter? PR

IEP==SN|

Die Formelsammlung hilft nicht. i W

°

Wir beginnen mit einer einfacheren Figur, ndmlich dem unten dargestellten Kreis.

Miss die Seitenldnge a eines einzelnen Quadrats im quadratischen Raster ab: a = mm

Der Flécheninhalt F' eines einzelnen Quadrats im Raster ist also F' = mm .
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Der Flacheninhalt A des Kreises liegt zwischen der Untersumme U und der Obersumme O:

Untersumme/Obersumme »\;q
i MmF
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Jene Quadrate, die vollstdndig in der Kreisfliche enthalten
sind, bilden eine Figur mit dem Flacheninhalt U:

U= F: mm?

U steht dabei fir Untersumme.

Jene Quadrate, die mit der Kreisfliche zumindest teilweise
iiberlappen, bilden eine Figur mit dem Fliacheninhalt O:

0= F: mm?

O steht dabei fir Obersumme.

2 < A < Il’lIIl2 Wie konntest du die Abschatzungen verbessern?
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, )
Verfeinerung %—MmF
In den beiden folgenden Rastern gilt fiir die Seitenlénge eines kleinen Quadrats: a = — T
: = = Wir haben fiir dich gezéhlt: < -l =
Links sind jene 164 Quadrate des
/ | Rasters gefarbt, die vollstindig in ! '
= der Kreisflache enthalten sind. =
\ / . . \ /
Rechts sind jene 224 Quadrate des
Rasters gefdarbt, die zumindest teil-
] ] weise mit der Kreisflache tiberlappen. - 1

Fiir den Flacheninhalt A des Kreises mit Radius r erhalten wir daher folgende Abschitzungen:
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Unter der Lupe @ MmF

In den folgenden Bildern liegt immer derselbe Kreisausschnitt unter der Lupe:

Links siehst du ein grobes Raster.

Wir haben die Quadrate fiir die
Berechnung der Untersumme farbig

—

markiert.

Rechts ist das Raster verfeinert. /

Markiere die Quadrate, die wir in
diesem Raster zuséatzlich zur Berech-

nung der Untersumme verwenden.

Links siehst du ein grobes Raster.

Das markierte Quadrat ist ein Teil
zur Berechnung der Obersumme.

Rechts ist das Raster verfeinert.

Welche der markierten Quadrate sind
in diesem Raster nicht mehr Teil der

Obersumme? Streiche sie durch.

Die Obersumme kann beim Verfeinern des Rasters nur kleiner werden.

Indem wir das Raster fein genug wahlen, kommen wir dem exakten Flicheninhalt A = 7 - 72 = 3,1415... - r2 beliebig nahe.

J
Integration @ MMF

Den Flacheninhalt A der dargestellten Figur konnen wir wie folgt nach unten und oben abschétzen:

1) Wir legen ein Raster iiber die Figur.

Das Raster muss nicht unbedingt quadratisch sein.

2) Die Untersumme U ist der gesamte Flachen- / —

inhalt aller Rechtecke im Raster, die vollsténdig

in der Figur enthalten sind.

Die Obersumme O ist der gesamte Flichen- A
inhalt aller Rechtecke im Raster, die zumindest

teilweise mit der Figur iiberlappen.

Dann gilt: U < A< O T

Das Intervall [U; O], in dem der tatséchliche Flacheninhalt A liegt, hat also die Breite O — U.

3) Wir ziehen weitere Unterteilungen ein. Dadurch wird das Raster feiner.
Die Untersumme kann dabei nur grofler werden.
Die Obersumme kann dabei nur kleiner werden.

Die Intervallbreite O — U kann dabei also nur kleiner werden.

4) Wir erwarten, dass wir den Flidcheninhalt der Figur mit Unter- und Obersummen beliebig gut

abschéitzen konnen, indem wir das Raster fein genug wéhlen.

Tatséchlich kann dieses Raster fiir jedes € > 0 so fein gewéhlt werden, dass O — U < ¢ gilt.

%
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Flache zwischen Funktionsgraph und z-Achse @M
mF

Den Rand vieler Figuren kénnen wir mit Funktionsgraphen beschreiben. Zunéachst schiatzen wir den
Fldacheninhalt A zwischen dem Graphen einer Funktion f und der z-Achse im Intervall [a; b] ab:

y P T P y

a b a b a b

Das Rechteck im mittleren Bild ist so hoch wie der kleinste Funktionswert von f in [a;b].
Das Rechteck im rechten Bild ist so hoch wie der gréfste Funktionswert von f in [a; b].

Fiir den Flacheninhalt A, die Untersumme U und die Obersumme O gilt also: U < A < O

Die Untersumme und die Obersumme unterscheiden sich deutlich, weil sich der kleinste Funktionswert
und der groBite Funktionswert von f in [a; b] deutlich unterscheiden.

Deshalb ,,zerschneiden“ wir die Flache in zwei Teile und ndhern sie wie zuvor durch Rechtecke an:
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a

Die Untersumme kann beim Verfeinern der Zerlegung nur grofler werden.
Die Obersumme kann beim Verfeinern der Zerlegung nur kleiner werden.

b

a

b

Der Unterschied zwischen Obersumme und Untersumme ist uns noch zu gro8.
Wir verfeinern die Zerlegung also weiter:

Y

X

)

¥

a

Wir erwarten, dass wir den Flacheninhalt mit Unter- und Obersummen beliebig gut abschétzen kénnen,
indem wir die Zerlegung fein genug machen.

b

a

Damit dies gelingt, sollte die Funktion keine Spriinge machen.

b

a

b
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Anndherung durch Untersumme/Obersumme - "
§ MmF

Fiir die unten dargestellte Funktion f gilt: f(z) =0,1-22+1

Wir schétzen den Flicheninhalt A zwischen dem Graphen von f und der x-Achse im Intervall [1; 8] ab.
Dazu zerschneiden wir die Fléche in 7 gleich breite Streifen:

2 T T T R A 4 2 T T T I A oV | L
7 ( 7 I 7 ‘7’
6 6 6
5 5 5 | 7
4 4 4 7
3 3 3
f f
2 2 2
L =
______ . A . =
i | T . Z.
-1 0 1 2 4 7 9 -1 0 9 10 1 2 4 6 7 9
Fille die Wertetabelle aus:
T 1 2 3 4 5 6 7 8

/(@)

Wie grof} ist der Flacheninhalt A also mindestens? Wie grof} ist der Flidcheninhalt A also héchstens?

<A<

J
Verfeinerung m I F

Die Untersumme im linken Bild ist U7 = 21. Die Obersumme im mittleren Bild ist O7 = 27,3.
Das Intervall [U7; O7] hat also die Breite E; = O7 — Uy = 6,3.

Diese Differenz E; ist im rechten Bild als Flacheninhalt veranschaulicht:

viob LS viobb bbb v

; :
6

Das Intervall [Ui4; O14] hat dann nur mehr die Breite E14 = O14 — Uyg4 = 3,15.
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Integrierbarkeit @

Die Funktion f ist in [a;b] monoton steigend.

Wir zerlegen das Intervall in n gleich breite Teile.
Stelle mithilfe von a, b und n eine Formel fiir die 7 (b)
Breite Ax jedes der n Rechtecke auf:

Ax =

Stelle mithilfe von f, a, b und n eine Formel fir die
Differenz FE,, zwischen Unter- und Obersumme auf:

f(a)

Az

AN, mF

Az S

fffffffffffffffffffffffffffffff
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E, =

Je grofler n ist, desto kleiner ist F,,. Fiir den Grenzwert gilt: nh_}rglo E, =

In diesem Fall nennen wir die Funktion integrierbar. Tatséchlich sind alle stetigen Funktionen integrierbar.

Wir teilen das Intervall [1;8] in n gleich breite Teile.

(728 N T S R R T B y

Fehlerabschitzung ﬁ—M
mF

Die Funktion f mit f(x) =0,1-2?+ 1 ist im Intervall [1;8] monoton steigend.

Den Flacheninhalt A nahern wir durch die Untersumme U,, und die Obersumme O,, an:

y

E, =

Wie grofl muss n sein, damit FE,, = O, — U, kleiner als 0,01 ist?

Stelle mithilfe von n eine Formel fiir die Differenz FE, = O,, — U,, auf:

Ab gleich breiten Rechtecken unterscheiden sich Unter- und Obersumme um weniger als 0,01.
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