ProJEKT MMF AB — VEKTORRECHNUNG IM RAUM

Vektoren im Raum @MmF

Wie Vektoren in der Ebene definieren wir Vektoren im Raum analog als Zahlentripel: @ = (3;) J

as

Vektorrechnen | MmF
Mit Vektoren im Raum rechnen wir genauso wie mit Vektoren in der Ebene:
o Addition von Vektoren: v+ W= (35) + (%) = (5;1&)
v3 w3 vz+tws
. . . . . v1 TU1
e Multiplikation mit einem Skalar: r-v =r (gz) = (mjz)
3 3
. — V1 —v1
» Gegenvektor eines Vektors: —v =(—-1)- (gz) = (—v2>
3 —v3
o Subtraktion von Vektoren: W=7+ (—0) = (Z;Z&)
V3 —wsg J
i . s I
Spitze minus Anfangspunkt @mr

Die Punkte A= (5|3]0) und B=(2]4]4)
sind rechts im 3-dimensionalen Koordinatensystem eingezeichnet.

Durch den Pfeil von A nach B ist ein Vektor AD festgelegt.

—_ 73
Ermittle seine Komponenten: AB = ( L )

Fiir alle Punkte A = (a1 | a2 | as) und B = (b1 | be | b3) gilt:

— b1 —ail
AB = ( ba—az ) »Spitze minus Anfangspunkt*
bz—as 4

Die Punkte A und B spannen dabei einen Quader auf.

Der Vektor AD ist als Raumdiagonale dieses Quaders eingezeichnet.

Die Betrage der 3 Komponenten von AB sind die Seitenldngen dieses Quaders.

J

. . e
Raumdiagonale eines Quaders ‘\%—M
; mF
B Berechne die Entfernung d der Eckpunkte A und B des dargestellten Quaders.

" f=VEET

d— \/m: 324124922 =14 =3,741...

\_ A

J
Betrag eines Vektors s T
: SOt MmF
e -
B

Fiir die Linge (den Betrag) des Vektors v = (Z%) gilt:
1B] = \/v? + 0 + v} ‘

Leite diese Formel her:

f=yvi+vi = ym:\/f?+u§: v? 4 v3 + v} o
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Einheitsvektor

-

[y

Der Vektor vg = ﬁ - ¥ hat die gleiche Richtung und Orientierung wie .
v

|

Fiir seine Léange gilt: |vg

7 =1

==

Wir nennen v den Einheitsvektor von v.

K Schnittpunkte: Gerade — Kugel -%_Mmr
Die Punkte A= (3|6| —2) und B = (1| —8| 3) liegen auf einer Gerade (Koordinaten in cm).

Berechne jene beiden Punkte P und @ auf dieser Gerade, die 4,2 cm vom Punkt A entfernt sind.

1B = (%) = () 6

9
|AB| = /22 + 142 + 52 = 15cm

w42 (4

P=atAP=(4)+(38) = (38)-
= (2,44 2,08 | —0,6) | |

-7 (4)

0- 40— (1) () - () -
— (356992 -34) |

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren v = (%) und W = (éé) berechnen wir folgendermafien:

— —> v1 wi
vVew = (gz ) . (gz ) = vy * w1 + v2 - w2 + v3 - w3 Das Ergebnis (Produkt) ist also eine Zahl (Skalar).
3 3

Vektor-Winkel-Formel

Die Vektoren ¥ und w0 sind rechts mit gleichem Anfangspunkt eingezeichnet.
Den eingeschlossenen Winkel ¢ mit 0° < ¢ < 180° kénnen wir

wie in der Ebene mit der Vektor-Winkel-Formel berechnen:

<y
g

v-w Y, (0
cos(p) = —— mit 7, W # (0
- @ (1)
0° < p <90° = T-w>0
Fir den Winkel ¢ gilt also wie in der Ebene auch im Raum: { ¢ = 90° — JT-w=0
90° < p <180° <= T -wW<0

N

\_
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Pyramide '?\ ‘
X MmF

Rechts ist eine gerade Pyramide mit rechteckiger Grundfliche ABC D und Spitze S dargestellt.

Dabei gilt (Koordinaten in cm):

A=(2]0|1), B=(-3|1]0), C=(-4|-3|1), S=(-2]0,5|8)

1) Berechne den Eckpunkt D.
2) Berechne den eingezeichneten Winkel o = ZC'AS .

Der Fulpunkt F' liegt in der Mitte der Grundfléche.
3) Berechne den Fufipunkt F.

4) Berechen das Volumen der Pyramide.

1)D:A+§5:(@+(¥)=ﬂk4!% 4‘

2)14_(]':(303) — ‘A_C’|: 62_|_32_|_02:\/E
A8 =(03) = |A8| = VEF 052+ 7 = /6525

AC-AS=24—-15+0=225

22,5
—> « = arccos <W> = 65,46...°
3)F:A+%AC:A;C=p4p¢mn
4)Z§—(jﬁ,§5:(aﬂ — G=|AB|-|BC|=V5?+ 12412 V12 + 42 + 12 = /486
ﬁz(}l) — h=|FS|=V1Z2+22+ 72 =154
= V:@:E)élcm3
3 Wy

Vektorprodukt @—M i F

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ¥ und 0 ist der folgende Vektor:

Sprechweise: ,, v kreuz w*
— —» U1 w1 V2-Ww3 — W2V3 «
UV XW=|v2) X (w2) = —(vi-ws—wi-wv3) ,Kreuzprodukt
v3 w3 V1 W2 — W1 V2

Das Vektorprodukt hat die folgenden drei Eigenschaften:

1) Der Vektor ¢ x @ steht normal auf ¥ und normal auf .

Damit ist die Richtung von ¥ X @ eindeutig festgelegt, aber nicht die Orientierung.

2) Die Vektoren ¥, @ und v x @ bilden ein Rechtssystem.

Lege den Daumen deiner rechten Hand auf ¥ und den Zeigefinger auf .
Wenn du den Mittelfinger abbiegst, dann kannst du ihn auf den Vektor ¥ X w0 legen.

Damit ist die Orientierung von ¥ x W eindeutig festgelegt, aber nicht die Lange.

3) Die Vektoren ¥ und @ spannen ein Parallelogramm auf.
Der Fliacheninhalt F' dieses Parallelogramms ist |7 x .

Damit ist die Linge von ¥ X @ eindeutig festgelegt.

Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ. Es gilt namlich:

-2 s ot -2 . — . —
VXW=—wXWD Lege umgekehrt den Daumen deiner rechten Hand auf @ und den Zeigefinger auf ¥.

\_
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Vekt dukt %
- ektorprodukt ¥ NI F

Berechne das Vektorprodukt ¥ x @ der Vektoren v = (_23) und W = (:2%) )

Uberpriife, dass ¥ x @ tatséchlich einen rechten Winkel mit den Vektoren 7 und @ einschliefit.

vra=(4) < ()= (%) = ()

(UX@’)'U:C{)'(4‘>:0+12_12:0/

WXE)%Z(%)'(:2‘}’>:7*15+8:0“

/
Dreieck % mF

K

Das Dreieck mit den Eckpunkten A = (3| -2 [4), B=(1|4|—2) und C = (0| —2 | 3) ist dargestellt.
1) Berechne den Vektor AB x AC. (Einheiten in cm)
2) Berechne den Fliacheninhalt F' des Dreiecks.

1) A< A0 = (§) < () = (584 = (1)

1 1 { { ;
y | = 5 62 + 162 + 182 = 12,40... cm?

|
ESEN)

5|
Al

2) F ==
) 2

X

Drei verschiedene Multiplikationen A—M
! mF

i) Bei 7 - ¥ wird ein Vektor ¥ mit einem Skalar r € R multipliziert. Das Ergebnis ist ein Vektor.
ii) Beim Skalarprodukt ¥ - @ werden zwei Vektoren multipliziert. Das Ergebnis ist ein Skalar.

iii) Beim Vektorprodukt ¥ X @w werden zwei Vektoren multipliziert. Das Ergebnis ist ein Vektor.

Skalar oder Vektor? ‘%_Mmr

Gegeben sind die Vektoren @, b, € im Raum und ein Skalar 7 € R.

Ist das Ergebnis der Rechnung jeweils ein Skalar oder ein Vektor?

a) (@xb)x¢ b) (T-b)C o (axb)d a) (@xb)r e (T-b)r
AR

—— ——— ———— ——
Vektor Skalar Vektor Vektor Skalar
—_——— ———— ——— —_——— ——
Ergebnis: Vektor Ergebnis: Vektor Ergebnis: Skalar Ergebnis: Vektor Ergebnis: Skalar
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